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Abstract: For several decades geo-science disciplines have been using interpolation methods
for creation of digital georelief models. This article is focused on digital elevation model caleu-
lations for irregular discrete input fields of vectorised contours, design of interpolatien algo-
rithm using the Lagrange interpolation method in the direction of gradient, taking into account
the geometric properties of georelief models. Obtained results are compared using simple statis-
tical methods like Kriging and $pline with tension and implemented in software used in the
model creation,
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Uvod

Pozornost’ mnohych oblasti sa v stiCasnosti sistred'uje na modelovanie roznorodych objektov,
im prislichajicich veli€in, javov a procesov s ciefom vytvorit' ¢o najvernej$i exaktne matematicky
definovany model s interdisciplindrnym vyuZitim. Zdrojovymi Gdajmi pre tvorbu modelov si
kvantitativne, ako aj kvalitativne veli¢iny charakterizujice modelovany objekt, jav alebo proces.
Z nich sa vytvdra model na zéklade teoretickej koncepcie a overeného matematického apardtu,
pracujticeho podfa vopred uréenej logickej postupnosti.

Velky d6raz sa z hladiska modelovania priestorovo lokalizovanych udajov kladie na tvorbu
modelov georeliéfu, ktory vplyva na priestorovi diferencidciu procesov a spolodenskych aktivit
v geografickej sfére. ZloZitost” matemnatického vyjadrenia georeliéfu je vzhladom na jeho priesto-
rovi a Casovii dynamiku pomerne vysokd. Ak s viak zmeny georeliéfu vo zvolenej mierke a pri-
slusnej rozliSovacej tirovni z hlladiska ¢asovej dynamiky nevyjadritel'né, mbZeme georeliéf v tom-
to ¢asovom okamihu Studovat ako statickd plochu, ktord je v kartezidnskej siradnicovej siistave
<0,x,y,z> vyjadrend funkciou dvoch nezdvislych premennych x, y: z = fix, y) [4]. Takto uréens
vyska z je podl'a [5] prvkom mnoZiny

GRF=[21 AZ» Y AM (KN)H =, (KN)I, Kh N,,F, NlFs K,—F, F’ }v
kde:

z —nadmorska vy$ka georeliéfu ako funkcia polohy x , v,

4z - relativna vyka v smere spadovej krivky,

yN — sklon georeliéfu v smere spadovej krivky,

AN — orientdcia georeliéfu voli svetovym strandm, atd’,
vyjadrujicej geometrickd Struktiru spominanej plochy substitujicej georeliéf. KedZe vypocet
ostatrtych prvkov vyssie uvedenej mnoZiny je zavisly na parcidlnych derivdciach spominanych vy-
Sok, zamerali sme sa v tomto prispevku na ich modelovanie. Samotné modelovanie priestorovych
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Strukedr v modeloch georeliéfu pozostdva z vyberu vhodnej funkcie definujice; plochu modelo-
vanej veli¢iny. Klasifikdciou, opisom pripadne implementaciou takychto funkcii v modelovani
georeliéfu sa zaoberaji prace [1]. [2], [3], [6], [7], [8], [9].

VSeobecny opis programu na vypodet vyiky v gride pouZitim Lagrangeovej
interpola¢nej metédy

Samotny program sa sklad4 z nasledujticich modulov:
1. Natitanie a analyza vstupnych ddajov.
2. Identifikdcia jednotlivych vrstevnic vo vstupnych ddajoch.
3. Vypolet vyiky v konkrétnom bode gridu, ako aj moZnost’ uréenia bodov gridu v zadanych
medziach,
4. Vystup udajov do siboru,

Natitanie a analyzu vstupnych Gdajov sme realizovali z textového stboru so Struktirou udajov
x, ¥, z usporiadanych podra vrstevnic. Dalej sme uskutoénili rozdelenie vrstevnic na zéklade vySok
a pridanie tychto vrstevnic do zoznamu zoznam_vrstevnic. Treba poznamenat’, Ze jednu vrstevnicu
v zozname predstavuje spojitd Zast’ prisluinej vrstevnice v danom dzemi, ktord nie Jje prerusena
terénnymi hranami. V pripade prerufenf vrstevnice je této v prisludnej truktiire reprezentovani
prislu$nym poétom vrstevnic v zdvislosti od poétu nespojitost.

TaZiskom celého programu je viak 3. modul, ktory je opisany nizgie.

Implementicia Lagrangeovej interpola¢nej metody

Dévodom pouZitia interpolaéne;j funkcie je uréenie vy¥ok bodov gridu, ako priklad digitdlneho
vySkového modelu s pravidelnou Struktirou podfa [10], a to prostrednictvom Lagrangeovho
interpolatného polynému, ktory nahradi spojitou funkciou body reprezentujlice Cast' spadnice
v okolf urfovaného bodu v prislu¥nom spadnicovom reze [6]. Body reprezentujice spadnicu patria
do mnoZiny priesecnikov spadnice:

i=n
P= {Xi(xi,y,-, Zj) i=1
prechidzajicej uréovanym bodom s vrstevnicami, pricom mnoZina P je usporiadanou podla z. Na

interpoldciu vySky v uréovanom bode X, ak X leZi medzi bodmi X; a Xiop mnoZiny P, pouZijeme
podmnoZinu R C P, pre ktord plati:

R:{Xj(Xjan’zj)Hz::tlz

Pre naSe potreby upravime a rozpiieme Lagrangeov interpolaény polyném n-tého stupiia, ako
polyném 3.stupiia prechddzajici bodmi reprezentujicimi spadnicu nasledovne:

_, ) d=dy)Wody) | ded-dy)ddy) | (d-d)-d-(d-dy)
Tl (—dy)y - (—dy) 24, (dy —dy)(d —dy) P (dy—dy)dy (dy — d)
ye, d=d) (@ -dy)-d
(dy~d\)-(dy —dy) - dy
kde:

z; — hodnota vy3ky v bode C;
R={xj{e vz, o ={Cj(-’fj»ijzj);?

d; - vzdialenost bodov Cj,; od bodu C,
d — vzdialenost’ interpolovaného bodu X od bodu C,
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Uvedeny polyném pouZijeme aj v reze x a y, ktoré prechddzaji bodom X a sd reprezentované

bodmi B; {usporiadané podFa y) a A;(usporiadané podla x).

z [m)

Vo vieobecnosti pre funkciu z mdZeme pisat’, Ze:
z=f(d)
fd)y=k - fild)+ky- f(d)+ k3 - frld) + kg f4(d)
kde &, k2, k3 , ks 50 kongtantné ¢leny funkeie fid):

4

b=l

() (~dp)-(—d3)

22

kz -

dy-(dy~dy)-(dy —d3)
ky = %3 ,

(dy —di)-dy -(dy —d3)
ky Za

T (3 -dp-(dy—dy)-dy

a fi, f».f1,f: ZtoFky funkcie f(d):
Htdy=(d—-d)) (d-d3)-(d-djy)
faldy=d-(d—dy)-{d-dy)
fiuld)=(d-d))-d-(d ~d)
fald)=(d-dy)-(d-dy)-d

Interpoldcia samotnej vyiky v bode gridu sa skladd z tychto krokov (modul &. 3 programu):

a) Zistenie 3tvorice priesecnikov priamky prechddzajiicej prisluSnym bodom gridu v smere x
(y-ovy rez) resp. ¥ (x-ovy rez) s vrstevnicami, potrebné na vypoéet zloZiek gradientu, ktory
ndm uré{ smer spadnice v poZadovanom bode X,

b) Vypoéet hodnoty a uréenie polohy (x,y) parcidinych derivicii zx,zy medzi jednotlivymi prie-
se¢nikmi v smere x a y,

¢) Uréenie hodnét derivacii zx, zv a vypocet gradientu v bode gridu X,

d) Zistenie prieseénikov vrstevnic so spddovou krivkou,

e) Interpoldcia vyiky z v bode gridu.
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b) Pri zisfovani hodnét a polohy derivédcii sme vyuzili deriviciu Lagrangeovho interpolaéného po-
lynému 3. stupfia a Lagrangeovu vetu o strednej hodnote. Na v¥poéet hodndt a polohy deriva-
cif sme pouZili prieseéniky A;-Ay, Bi-By uréené priamkou prechddzajicou vybranym bedom
grida v smere jednej z osi, ¢iZe v prislichajicom reze (obr.1 a 2).

Hodnota derivacii bola vypoditand na zdklade vzfahu pre smernicu dotyénice:

Az
rga=",
8 I
kde tg o je smernica dotyénice k funkcii z, Az je rozdiel vy§ok a [ vzdialenost’ medzi bodmi A,
Aj,; v smere osi x pripadne medzi B, By, v smere osi y, priom j = 1,2,3.
Pri uréeni polohy derivdcii z,.z, sme vyuZili geometrickd interpreticiu derivicie ako smemice
dotycnice ku grafu funkcie v nejakom bode A;" pripadne By, ktorému prisliicha derivicia.

Na uréenie polohy derivécii v rezoch je potrebné zistit’ bud’ siradnicu x alebo y v zdvislosti na
konkrétnom reze, ked’Zze k nim patriaca druhd sdradnica je kon$tantnd. Sdradnicu x resp. y bodu
s prisludnoun hodnotou derivacie uréime z rovnosti vztahu pre smernicu dotyénice v dvojici
bodov rezu a derivaciou Lagrangeovho interpolaénéhe polynému 3. stupiia, vzhl'adom na La-
grangeovu vetu o strednej hodnote. Z vlastnosti Lagrangeovho polyndému vyplyva, Ze v inter-
vale ohranifenom spominancu dvojicou bodov sa nachddza iba jeden bod, ktory vyhovuje
rie¥eniu tejto rovnice.

¢) Takto vzniknutou trojicou bedov s prislu¥nymi hodnotami derivicii preloZime v smere osi x aj
y Lagrangeov polyném 2. stupfia a uréime derivicie z,z, v bode gridu X a z nich ndsledne
vypoditame gradient z.

d, ) Na zdklade smeru gradientu uréime spddovu krivku a ndjdeme Stvoricu prieseénikov C,-C,
(obr. 3) spadnice s vrstevnicami, ktoré splﬁaju podmienku. Vy8ku v bode gridu X potom zi-
skame interpoliciou Lagrangeovym polynémom 3. stupha.
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Obr. 3 Funkcia vysky a jej derivacie v smere spadovej krivky
prechadzajicej bodom gridu X

51



V pripade, ¥ by uréované body spadovej krivky boli bodmi lokilnych extrémov, &iZe hodnoty
im prisiichajicich parcidlnych derivicii boli rovné nule, takZe by nebolo moZné zistit' smer
gradientu, pristdpime k alternativnemu rie$eniu, a to k vypoétu hodnoty nadmorskej vy3ky
v bode X pomocou vaZeného priemeru zo Styroch najblizsich bedov, pricom vdhami sid vzdia-
lenosti bodov od X. Vzhl'adom na datovy typ pre redlne &isla, pouZivany v programe je vyskyt
takychto pripadov pomeme nizky.

Verifikacia vysledkov na etalone

Verifikdciu programu s implementovanou Lagrangeovou interpolaénou metédou sme realizo-
vali na etaléne, ktory tvoria hodnoty pdvodného vstupného diskrétneho bodového pol'a vySok
z vektorizovanych vrstevnic. Etalén obsahoval 2 447 bodov z vybraného Gzemia, v ktorych sme
interpolovali nadmorské vysky.

Diferencie medzi hodnotami pévodnych a takto ziskanych vyfok sme pouZili na Statistické vy-
hodnotenie presnosti interpoldcie. Rozsah hodnét stboru diferencii sa pohyboval od -67,88 m
do 83,18 m. Smerodain4 odchylka, ake jedna z mier variability, mala hodnotu 2,94 m, aviak prie-
mer diferencii bol len -0,06 m. Pri $tatistickom vyhodnoteni diferencii sme vynechali diferencie
nepratriace do intervalu <-5,5>, pri¢om z celkového poctu 2 447 bodov sme vyldcili 42. V tomto
stibore dosiahol rozptyl hodnotu 1,96 m a priemer -0,05 m. Prehl'ad o pofetnostiach diferencif
v rdznych intervaloch je moZné ziskat' z histogramu diferencii (obr. 4).
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Obr. 4 Histogram diferencii vy8ok na kontroinych bodoch

Diferencie v histograme nemaji normdlne rozdelenie, aviak mdZeme povedat’, Ze ide o unimo-
délne mierne asymetrické rozdelenie. Ak chceme vyjadrit’ predpoklad pre velkost' a pocetnost’ di-
ferencii, pre iné dzemie so vstupnym bodovym pol'om rovnakého povodu a za rovnakych pod-
mienok, je potrebné uréit’ akému teoretickému rozdeleniu sa bliZi spominany sibor hodnét.

Na zdklade analyzy siboru hodndt diferencii sme zistili, Ze ho najlepdie vystihuje Studentovo
rozdelenic so 7 stupfiami volnosti, o sme ndsledne overili Chi-square testom a K-S testom. Kri-
tické hodnoty teoretického rozdelenia pre prisluiné hodnoty ¢ si uvedené v tab. 1.
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Tab. 1 Kritické hodnoty pre Studentovo rozdelenie so 7 stupiiami vol'nosti

0.01 -2.99796
0.1 -1.41493
0.5 0

0.9 1.41493
0.99 2.99796

MoZeme teda predpokladat, Ze hodnoty diferencii vogi skutonym hodnotdm sa budd s prav-

depodobnostou 99% pohybovat’ od -2.99796 do 2,99796 m a s pravdepodobnostou 90% v me-
dziach od —-1,41493 do 1,41493 m.

Porovnanie s vybranymi funkciami pouZivanymi na modelovanie georeliéfu

Na vypocet gridu existuje mnoZstvo interpoladnych funkcif implementovanych v réznych pro-
gramoch sluZiacich na modelovanie georeliéfu. Z nich sme si na porovnanie s nami navrhnutou
implementdciou Lagrangeovho interpolatného polyndmu vybrali Spline tenkej platne s tenziou
v programe GRASS [7], [8] a geoStatistickd interpolacnii metodu Kriging (tzv. bodovy Kriging
[3]) v programe SURFER.

V programe GRASS sme vytvorili grid exportom rastra vytvoreného pomocou modulu
s.surf.rst do site. Po experimentdlnej analyze vystupov tvorenych s hodnotami volitelného para-
metra A =0 az 90, vzhladom na &o najlepdiu zhodu s gridmi uréenymi Lagrangeovou interpo-
laénou a Kriging met6dou zvolili sme hodnotu parametra tenzie (A = 60), pri¢om hodnotu prametra
zhladenia sme ponechali na nastavenej hodnote (s =0). Na zdklade parametrov sa interpolicia

pomacou metddy Spline tenkej platne dd riadit' v pomerne $irokych medziach v zdvislosti od cha-
rakteru modetovaného dzemia.

Na analyzovanom tzemf{ s velkostou 1000 x 1600 m sme prostrednictvom spominanych me-
16d vypogitali grid s velkost'ou 10 m zo vstupného nepravidelného diskrétneho bodového pola vy-
Sok ziskaného vektorizdciou vrstevnic. Vzdjomnym od&itanim gridov sme ziskali vy3kové diferen-
cie, pri¢om ich vel'kost’ sa dd analyzovat na zdklade histogramov (obr. 5 aZ 7).
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Obr. 5 Histogram diferencii vy¥ok (Lagrange, Kiring)
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Obr. 7 Histogram diferencii vySok (Kriging, Spline)

tédou Kriging a Splin mal hodnotu 0,21 m a priemer -0,02 m.
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Rozdelenie diferencii gridov, interpolovanych Lagrangeovou interpolaénou metédou na jednej
a metédou Kriging a Spiin na druhej strane, md podobny priebeh, Comu zodpovedaji aj hodnoty
rozptylov (1,44 m pre Lagrange, Kriging a 1,69 m pre Lagrange, Spline) a priemerov (-0,03 m
pre Lagrange, Kriging a 0,007 m pre Lagrange, Spline). Rozptyl diferencif u gridov zfskanych me-




Priestorové rozloZenie absolitnych hodndt diferencii mdéZeme vyhodnotit’ na zédklade obr. 8 aZ
obr. 10. Aredly diferencii vySok jednotlivych porovndvanych gridov maji podobny priebeh a tiah-
nu sa pozdlZ vodnych tokov, ktoré mdZeme chépat’ aj ako uréité zlomové linie.
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Zaver

Overenie vysledkov implementécie Lagrangeovho interpolalného polynému na mnoZine kon-
trolnych bodov zo siboru vstupného diskrétneho bodového pola v§Sok umoZnilo urgit’ predpo-
klady pre velkost diferencii vodi skutoénym hodnotdm vy3ok v stanovenych medziach, a to na za-
klade stotoZnenia s teoretickym rozdelenim (Studentovo rozdelenie so 7 stupfiami vol'nosti).

Na ziklade diferencii bola zistena vyraznej$ia zhoda gridov interpolovanych metédou Splin
a Kriging oproti Lagrangeovej metéde, aviak z hladiska ich priestorového rozloZenia diferencif je
viditeI'nd uréitd podobnost’.
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Summary

The algorithm of georelief raster model interpolation using Lagrange polynoms

Interpolation methods form an important factor in georelief modelling and digital models construction. In
this articie we discuss the proposal of the Lagrange interpolation method algorithm to calculate grid eleva-
tion. The algorithm for interpolation of elevation values in grid consists of several parts:

1. Finding of quaternion intersection points of x or y axes with contours, needed for the calculation of par-
tial derivations along the x and y axes. The partial derivations are useful for the calculation of gradient in
grid point X.

2. Calculation of values and position (x, y coordinates) of partial derivations z,z, between intersection
points along x and y axes, based on Lagrange Mean Value Theorem and geometrical interpretation of
derivation,

3. Interpolation of partial derivation z, z, for grid point X and calculation of gradient in the same point,
using second degree Lagrange polynom (Fig. 1, 2).

4. Finding of intersection contours with slope curve based on the gradient direction.

5. Tnterpolation of elevation value in given coordinates of X, using the Lagrange interpolating polynomial
of third degree which passes through the stope curve points.(Fig. 3)

Obtained results were verified by comparing 1o the reference set of irregular discrete input field of points
with known elevation values. We can see the frequency distribution of eievation differences (Fig. 4). Theo-
retical distribution is the most closely approximated by Student’s distribution with seven degrees of freedom.
Critical values for the distribution are in Tab. 1.

This leads us to an assumption that differences corresponding to another area arc going to be distributed
similariy as the same critical value range.

Subsequently we have computed the elevation grid representing digital elevation model with regular
structure, comparing it with the grids obtained by Spline with tension in GRASS program and point Kriging
in SURFER program using elevation differences. The spatial distribution of differences is depicted on Fig. 8
till Fig. 10. The results clearly show that our method is comparable with standard methods used for georelief
meodelling,

Fig. 1 Function of elevation and partial derivations along the x axis in X point of grid
Fig. 2 Function of elevation and partial derivations along the y axis in X point of grid
Fig. 3 Function of elevation and partial derivations along the slope curve

Fig. 4 Frequency distribution of elevation (check points)

Fig. 5 Frequency distribution of elevation differences (Lagrange, Kriging)

Fig. 6 Frequency distribution of elevation differences (Lagrange, Spline)

Fig. 7 Frequency distribution of elevation differences (Spline, Kriging)

Fig. 8 Spatial distribution of elevation differences {m] {L.agrange, Kriging)

Fig. 9 Spatial distribution of elevation differences [m] (Lagrange, Kriging)

Fig 10 Spatial distribution of elevation differences [m) (Lagrange, Kriging)

Tab. 1 Critical vaiues for Student's distribution with seven degrees of freedom
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