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VZAJEMNE POROVNANI ALGORITM U
PRO TRANSFORMACI SOURAQNIC
MEZI SOURADNICOVYMI SYSTEMY

Varko, M.: Mutual comparison of algorithms for coordinate transformation between co-
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Abstract: In present mutual spatial transformations betwiaenclosed coordinate systems are
widely used in geodesy and cartography. Transfoomdtetween Cartesian and curvilinear coor-
dinates, two spatial coordinate system and betiveerllipsoidal systems are discussed here.
Keywords: spatial transformation, minimum distance mappprgcrustal procedure

Uvod

V souwasné dob mizeme v odborné literate nalézt mnoho algoritinpro transformaci kar-
tézskych sotadnic. Nekteré z nich se dzré pouzivaji v mnoha aplikacichgkteré kvili své vy-
pocetni naraénosti nenasli své uplatni. O nutnosticasté transformace siadnic mezi satadni-
covymi systémy snad neni ani nutno histvdPouziti rozlénych sotiadnicovych systémna jed-
nom Uzemi v historickém fibéhu nebo ve sit¢ je toho jasnym tkazem.Clanek ma za cil ifibli-
Zit zpisoby transformace stadnic mezi déma blizkymi soiadnicovymi systémy. Na zaklad
splreni tohoto pozadavku, Ize rozdily mezi systémy pawlinearizovat.

1. Transformace kartézskych soiadnic na elipsoidické

Pri transformaci geocentrickych pravouhlych kartézskgodadnicX,Y,Zziskanych nafp ne-
kterou z modernich prostorovych technik @asigji GNSS gijimacem) na pravouhlé ikvocaré
souadniceg,/,h vztahujice se k zvolenému refe¢afmu elipsoidu narazime na problém s jejich
analytickym vyjadenim zejména elipsoidick&gy ¢, jak je to patrné ze vzta1) (Pick, 1998):

X = ;+h cosg cosA
J1-€e%sin’ ¢
y=|——2  +h cosgsin A
J1-€?sin? ¢ (1)
2
z=|—22"C] inlsing |,

J1-€?sin? ¢
odkud Ize pimo vyjadit jenom elipsoidickou délkéipomoci podilu sa@adnicY aX pro dany bod.

Tento problém s korektnim vyj&ehim elipsoidické #ty ¢ sefeSi nejastji pomoci iteraci, pro-
toZe i pokusu o analytické vyj&dni elipsoidické $ky ¢ obeci dosgjeme k algebraické rovnici
vySSiho stup# ktera ma obeenhned ®kolik realnych kaéeni, co vede k nejednozé@osti uteni
prislusné sotadnice. V literatie se nizeme setkat s algoritmy, které jsou spe¢iéipravovany pro
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zvySeni rychlosti konvergence, tiaBowling (1976), ktera pro teni elipsoidické $ky ¢ pouziva
jenom jednu iteraci, figsnost takového Apobu je vSak zavisla na vzdalenosti transformovanéh
bodu k ploSe dvojosého rétdho elipsoidu, tj. od elipsoidické vysky (obr. 1).

X
Obr. 1 Vztah mezi pravouhlymi a elipsoidickymi gadnicemi

1.1 Kritérium minimalni vzdalenosti
V nasledujicim odstavci Ize nalézt jinyigmbieSeni problému, ktery vychazi z odliSného po-
hledu na problém. Tentofigtup se v odborné literatl ozn&uje pojmem ,Minimum distance
mapping“ a je zaloZzeny na hledani snic odpovidajiciho bodu nachéazejiciho se na povrc
dvojosého roténiho elipsoidu, ktery se nachazi v nejblizsi vzdési od transformovaného bodu
P. ReSeni je pak minimum vatiai funkceL(x,y,z,kAwange et al., 2005):

(x v zk)= %[(X =Xy -yf+(z- Z)Z]+% k(bzx2 +b%y? + a%7° - azbz), )

kde X,Y,Zjsou dané saadnice bodu &,y,zjsou utovany soiadnice pisluSného bodu na ploSe
elipsoidu. Symbolk zde znai konstantu pro Lagrande multiplikator. ReSeni musi spbvat
podminku nulovych hodnot parcialnich derivaci veésoh vSech sdadnic a Lagrangeovho mul-
tiplikatora:

IUx yzK) =—(X -x)+kb?x=0
0X
0 L(xayizvk) :_(Y_y)+kb2y:0
N 3)
IUx vzk) =—(z-2)+ka’z=0
0z
OUxyzk) _1
0X 2
O tom, Ze nalezen@&sSeni je skut&eé minimem funkcel(x,y,z,k)se niizeme pesw¥dtit vypoctem
druhych parciélnich derivaci, které pro hodnotuiménmusi dosahovat nétkladné hodnoty.
1.2 Roz&Fenda verze Newton-Ralphsonovy metody

DalSim ze zfisohi, jak se divat na problémdaani polohy bodu na ploSe elipsoidu je predt
nictvem Newton-Ralphsonovy metody. Niéy& si zde zavedeme nové prdméa,p,y nasledov-
né (Awange et al., 2005):

a=X-x, L=Y~-Yy, y=7Z-z

CO jsou v podstétslozky vektoru BP v snéru sodadnicovych os X,Y,Z. Pro bod na elipsoidu pak
plati vztah:

(bzxz £ 02y + %72 - azbz): 0.

(X +(-a) 2)F g “
a b2 '
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nebo
X %% +Y?%? + Z2%a® +b%a? +b2B? + a%y? - 2Xab? - 2YM? - 2Z2)8° - a’w?> =0.  (5)

Jestli si ve vztahu (5) zavedeme normadidaparametrn = X %% + Y?b? + Z2a% — a?b?, kte-
rym vycklime cely vztah, pak Ize vztah (5) zgedpokladu nenulové hodnoty paramatrupravit
do tvaru vhod#jSiho pro numerické vypy:

2 2 2 2 2 2
1+b_ar2+b_ﬂ2+a_y2—2&a—2ﬂﬂ—zziy:0 (6)
n n n n n n :

Jestlizen=0 nt, coZ nastane vifpads, Ze bod se s@adnicemiX,Y,ZleZi na povrchu elipsoidu,
pak jeteSenima=4=y=0m

Dostali jsme tedy jednu rovnici prti heznamé parametrg, 3, y. Pro ziskani jedinéhieSeni
této potutené ulohy je nutno zavést dodaté podminky, co je zde podminka miniftaerce
vzdalenostid = a? + 8 + % bodu od elipsoidu.

Snad nej#tSi vyhodou tohoto algoritmu je skitest, Ze fi transformaci blizkych badbudou
parametrya, 3, y mit tén&f stejné hodnoty, co se da pouzit jak@ddeini hodnota neznamych
parametil pro transformaci vzajensrblizkych bod.

1.3 Vypctet elipsoidickych soufadnic

Po vypdté polohy bodu na ploSe elipsoidu, tj. po¢emi hodnot X, y,z nebo hodnot
a, B, y, elipsoidické sotadnice @, A, h ziskame pomoci vztéh

y Z-2
tang = =
a2+ 57 (X =xfP+ (v -y
tanA oy ;__i (7)

h=a? + 54 = (X —xf +( =y +(z-2)

Zde se s vyhodou pouziva skiriest, ze vektor gen koncovymi body Pa P je zarove vek-
torem vigjSi normaly k ploSe elipsoidu. Tedy velikost vektqkimo uuje délku vijSi normaly
k ploSe od bodu na elipsoidu po dany bod, cozpedstat klasicka definice elipsoidické vysky.
Ze smérovani vektoru lIze zjistit hodnoty ostatnich elijpokych sodadnic ¢, A.

2. Prostorova transformace mezi déma systémy

KdyZz se pouzivaji sdadnice ztiznych zdroj, je dostéastym problémem, Ze thou byt
vztahnuty k iznym sotiadnicovym systéfm, a tedy kiiznym elipsoidm, nebo k rozdilnyna-
sovym epocham stejného geodetického systému. TemdauSi pouZiti &chto dat je nezbytna
transformace vSech s@dnic do stejného systému. V odborni litefatge dava igdnost kon-
formnim transformacim, u nichZ nedochazi ke&mirtvaru transformovaného objektu, tjihe (i
transformaci dojit k posunu objektufibe se zrénit orientace objektudti souradnicovym osam,
ale nesmi dojit ke z&n¢ vnittnich ahii objektu.

2.1 BurSa-Wolfiiv model pro transformaci prostorovych souadnic

U tohoto modelu, kterému se taktéika sedmiprvkova transformace, jsou informace meazi
dvéma pravouhlymi kartézskymi systémy dany pomoci sqghrameté: vektorem zminy paséat-
ku sodadnicovych systéi(3 parametry), parametr relativni gny méiitka mezi systémy (1 pa-
rametr) a roténi parametry, které tmji vztahy mezi siry sodadnicovych os obou stadnico-
vych systém (3 parametry) (obr. 2).

Vektorow Ize problém zapsat v tvaru (Hefty a Husér, 2003):
X=T+{1+J)RU, (8)

126



kde X predstavuje transformovany vektor, = (AX AY AZ)T je vektor zrmény paiatku sou-
fadnicovych os (vektor translaced,je bezroznirna hodnota relativni zény netitka mezi oba
systémy,R predstavuje rotni matici popisujici z#nu orientaci os sd@adnicového systéin
a U predstavuje vektorijrodnich sokadnic.

Rotani maticeR je matice, ktera vznikne skalarnim gmem ti rotainich matic, z kterych
kazda je roténi matici zabezpwijici rotaci sotadnicového systému kolem jedné zeiadnico-
vych os, tj. R= R(e,gl/,w)= R3(a))IIR2(¢/)ER1(£). Z vlastnosti ¢astkovych roténich matic
R;,R, aR; (1. rotatnich matic jenom kolem jedné ze $adnicovych os) je zndmo, Ze jsou to
matice ortogonalni, a proto i celkova ritamaticeR musi byt matici ortogonalni, tj. musi pro ni
platit: det(R)=1.

Relativni zn¢na nefitka J je veliginou, ze které Ize zjistit, jak seémi délkové poréry po
transformaci. B kladné hodnat tohoto parametru dochéazi k idtu délky, a naopak u zaporné
hodnoty tohoto parametru se hodnota délky naopaéngm Nulova hodnota parametru nam za-
bezpéi, Ze transformaci se obrazeibec nedeformuje, co nachazi své vyuziti v mnohikapl
cich.

XB

u,

Obr. 2 Vztah mezi prostorovymi systémy

2.2 Molodenského-Badekasova Uprava modelu

Pouziti BurSa-Wolfova modelu ma nespbsvé vyhody: model je ztia¢ jednoduchy a jed-
notlivé parametry maji svou geometrickou interpcete zn&nym komplikacim mze dochéazet
pii snaze o uteni hodnot transforntaich paramefr (transformaniho klice transformace). iP
tvorke tzv. lokalniho transform@miho kike, tj. klice, u kterého jsou identické body na rozlohou
Gtvaru malé ploSe, dochazi k numericky velice $ppttdmirgné matici soustavy normalnich rov-
nic, co ma pimy disledek na numerickou stabilitu problém@ani neznamych paraméta ex-
trémni citlivostieSeni na variaci vstupnych paranefProto setasto vztah (8) jeStpred samot-
nim pouZitim mird modifikuje. Zvoli se vhodh vybrany vztazny bodJ,, ke kterému se pak

vztahnou vSechny hodnoty sadnic,¢im se (8) zmini na tvar (Hefty a Husar, 2003):
X=T +Uy+(1+)R U -U,). ) (9

Z numerického hlediska je vyhodné volit vztazny howlziSti identickych bod, co zvySi po-
¢et nulovych prvk v sousta¥ normalnich rovnic a uleh tak vypdet inverzni matice. Je nutno
jeS€ podotknout skutmost, Ze vztahy (8) a (9) nejsou Gplkompatibilni, tj. pouzitim prvniho
nebo druhého vztahu dostaneme liSici se hodnotyaneych transknich paramefr v zavislosti
na jejich velikosti. Tato z&ma nema vliv na hodnotudtitkového faktoru a rotai Ghly.

Pro @gimy odhad neznamych paramiepomoci MNC se vztah (9) je&tmirné upravi na vhod-
ngjSi tvar:
X-U=T'+R'U-U,), (10)
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kde maticeR' ma tvar:

o w -y
R'=|l-w o0 ¢
Y -& 0

kde se pedpokladaji velmi malé hodnoty rétdch Ghfi a mala hodnota relativnéhostitka, ¢im
Ize z rozvoj pro trigonometrické funkce rataich Uhfi vzit jenom prvnilen rozvoje a zanedbat
¢leny vySSichradl, ¢imz se vyraz#é zjednodusSi matice. Je nutno jepodotknout, ze tyto Upravy
maji zasadni vliv na vlastnost ortogonality zjedm&ghé matice, nebanatice uz nema jednotko-
vy determinant.

2.3 Postup zaloZeny na minimalizaci roténich thla

Tento postup, v literate ozn&ovany jako ,Procrustes algorithm“ je zalozeny naledujici
mySlence: ijme dva blizké systémé aB a hledame takovou rdtai matici T, ktera v maximal-
ni mozné nike tyto dva systémy ztotozni. Mira ztotéwhje vyjadena hodnotou normy (Awange
et al., 2005):

|Aa-BT| = ur[(A'-T'B')A-BT)], (11)

ktera méa byt miniméalni. Upravou dostaneme:
|A-BT| =tr[(A"-T'B"JA - BT)| =tr(A'A —2A'BT +B'B). (12)
Ze vztahu (12) Ize yyvodit z&x, ze Uloha minimalizace vyrazli - BT||2 je totozna s Ulohou

maximalizace vyrazur (A'BT), protoze stopy matitr (A'A) a'tr(B'B) nejsou zavislé na hodriot
rotacni maticeT .

Dale se budeme zabyvat aplikaci této mySlenky mBngevkovu transformaci definované
v podkapitole 2.1. Pro transformaci plati (Awangeale 2005):
Y, =Y X% +IX, +E | (13)

kde matice vstupnych (originalnich) $adnic Y, a matice novych sdadnic Y, maji tvar:

X X ... X, X1 Xy o X,
Yi={Yr Y2 o Yol Yo=Y Yo o Yo
Z Z, .. Z, Z, Z, ... Z,
velicina x, 00O predstavuje réritkovy parametr, sloupcovy vektor, O 0% je vektor translace a
matice X, 00> je rotani matice, maticd J0™® je jednotkovou matici a matice 00™je
matice nahodnych chyb.
Cilem je minimalizovat seminormu Frobeniovy chybaonatice:
[EJ, =tr(E'WE). (14)
Muzeme tedy napsat:
1,2 , 12
L(Xl’XZ’ X3) = E”E"W = ||Y1 _Y2X3X1 - IX2||W -
1 ) (15)
= Etr[(Yl =Y X% = Ix’2) W(Yl =Y X% = Ix’z)} =min.
Pro derivaci variéni funkce podle vektoru translace plati:
aOTL' = ("W )x, = (Y, = Y X% ) WI =0. (16)
2
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Odkud lze vyjadt transla&ni vektor na zaklaflznalosti ndiitkového parametru. Vztah (15) pak
muzZeme upravit na tvar;

L(x, X3)= %tr{[Yl - (\(Zx;,xl +(wi ) iw(y, - szgxl))] WO

(17)
[Yl - (Y X+ 'wi)rw(y, - sz'?,xl))]} ,
co Ize po zavedeni mati®@ =1 - 'WI)™11'W zapsat ve tvaru:
L4, X3)= %tr{[Yl - Y2X'3X1]' [C'wc [ﬁYl - sz'e,xl]} , (18)
odkud Ize niritkovy faktor vyjadit ve tvaru:
x =T [;1[?(:!%1233] . (19)

Dosazenim (19) do (16) Ize vyjdidvektor translace,. Rotani maticiX; Ize ziskat pomoci algo-
ritmu dekompozice singularnich vlastnidkel.

Kvalitu transformace popisuje:

IE],,, =tr (EIWE,)/3n ,
kden je patet bodi pro transformaci &, je empirick& chybova matice dana vztahem:
E, =|[ 1w ('wi )‘1][Y1—Y2vu'x1}.

3. Transformace elipsoidickych sofadnic
Jestli je pateba vykonat transformaci jenom elipsoidickychisaimic, bez pouziti informace
o elipsoidické vySce nebo elipsoidické vySky nejsadispozici, pak je k dispozici matematicky
aparat transformace s@aalnic, ktery je vhodny zejména v malych lokalitdchr. 3).
P’

[m]

(1+m)d

a

/ 0
O
Obr. 3 Transformace elipsoidickych $adnic

Nectt x'=(¢ 1) je vektor transformovanych stadnic, x =(¢ ) je vektor originalnich
souadnic. Mezi ¢mito systémy Ize napsat matematicky vztah:
X' = Ox +(1+ mRx | (20)
kde vektor Ax predstavuje vektor posunu gaiku soidiadnicového systému, skalarni paranmatr
predstavuje réritkovy faktor a maticd je ortogonalni rotéeni matice.

Jestli se jedna o dva vzaje#énhlizké systémy, Ize vykonat aproximaci ve férortogonalni
projekce bod z povrchu dvojosého rataiho elipsoidu do tangencidlni roviny k elipsoide v
vhodre zvoleném bod Zde se dopokiuje pouzit &ziStt obrazce originalnich s¢adnic. Problém
pak gejde do tvaru:

Mg, _ MA¢@ +(1+ cosa sina Mg,
N'cosgr Al | | N cosgrAA ™ —sina cosa Ncosg A, ) (21)
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kde M,M',N,N" jsou meridianové affiné polongry kiivosti, definované nap v Cimbalnik
a Mervart (1997), p#itané pro &ziSt Utvaru ¢, dale ¢,,4; ,4,,A; jsou redukovany hodnoty
elipsoidickych sotadnic v obou systémecim je netitkovy faktor aa je Uhel pootdeni systému
definovany klad# v kladném smysilu.

Za predpokladu blizkosti sdadnicovych systéinlze polozitM =M', N=N"a ¢ =¢', ¢im
se problém zjednodusi na tvar:

n) _(An +(+m cosa sina\'n
€ Ae -sinag cosa \e) (22)
Vztah (22) Ize zaifedpokladu malé hodnotydtitkového faktorum a malé hodnoty rotaiho

Uhlu a po rozvinuti trigonometrickych funkci neznamychitiel do Taylorova radu, ze kterého se
pouzije jenom prvnélen, a zanedbaiji s¢eny vySSichradi upravit na tvar:

n) _(An L(moayn 03
€ Ae) \a mjie) - (23)
Po transformaci se hodnoty, € vrati zpatky na elipsoidické stadnice pomoci zfiného pevodu:

n €
T — ! +_, /]r:/‘r -
v = M’ T N'cosg, - (24)

Zavér

Vybér vhodného algoritmu pro transformaci z pravouhlgol¥adnic na kivocaré elipsoidické
souradnice, ktery je rychly a v ramci poZadované kyaitesny, vylér vhodného zfssobu prosto-
rové transformace seadnic jako i vzajemné transformace elipsoidickyohradnic jsou problé-
my, se kterymi se potkdvamé pvé praci téri kazdy den. Cilendlanku bylo porovnani filozofie
transformaci a vzajemné porovnani jednotlivyéistppi. Nelze jednoznmé stanovit nejvhodj-
Si transformaci v kazdé kategorii, toto rozhodmnatisi udlat kazdy uzivatel na zakladvych po-
Zadavk na gesnost a rychlost transformace.
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Summary
Mutual comparison of algorithms for coordinate transformation between coordinate systems

Choice of the best optimal way to transform coorttisdrom Cartesian to ellipsoidal coordinates, spati
coordinates between two close coordinate systenrasformation of coordinates between two clos&-co
dinate systems on ellipsoid is compromise betwetnesed accuracy of transformation and speed aftra
formation process. This decision must do every base on his needs.

Fig. 1 Relation between spatial and curvilinear dowtes
Fig. 2 Relation between spatial coordinate systems
Fig. 3 Transformation of ellipsoidal coordinates

Recenzoval:

prof. Ing. Bohuslav VEVERKA, DrSc.,
Ceske vysoke &eni technicke v Praze, Fakulta stavent,
Praha, Ceska republika

130



