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Abstract: We present two computational methods of the projective transformation
relations between the two systems of points using the system of linear equations and
using the least squares method. The method based on a solution of linear equations
allow us to repead the transformation on that part of a map where larger deviations
occur. The second transformation gives already more precise coordinations of point
systems in the chosen model map.

Keywords: Projective transformation, linear systems, least squares method, Newton
method.

Uvod

Pri spracovavani sistav bodov sa kartografi ¢asto stretdvaju so situaciou, kedy je
potrebné, aby body jednej sdstavy boli totoZzné s niektorymi bodmi inej sistavy. Takymito
bodmi st napriklad rohy dvoch mapovych listov, ktoré su identicky k sebe priraden€, alebo
body viacerych snimok, z ktorych je potrebné vytvorit jednu ucelend snimku. Na stotoZne-
nie bodov jednej ststavy s bodmi druhej sistavy sa daji pouZit rozne druhy transformécil.

Tento prispevok sa zaobera aplikéciou projektivnej transformécie na riedenie spomina-
ného problému.

Projektivna transformacia

UvaZujme o rovine s kartézskym sdradnicovym systémom. Potom kaZdému bodu tejto
roviny vieme jednoznaéne priradit usporiadant dvojicu redinych &isiel (stradnice bodu) a
naopak kaZdej usporiadanej dvojici redlnych &isiel (sUradniciam bodu) vieme jednoznacne
priradit bod v rovine:

A& x,, y, alebo A=[x,y,1.

Predpokladajme teraz, Ze tento bod mé dva druhy suradnic: neCiarkované X,y (v sta-
rej sdradnicovej slistave) a Giarkované x', y' (v novej stiradnicovej sustave). Nech su
dané &isla a,b,c,d, e, f,g,he R. Potom sa transformacia P, ktoréd bod A zobrazi na
bod A’
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P: 4> 4 alebo P(4)= 4
nazyva projektivna transformécia, ak pre stradnice x,y a x', y' platia vztahy

x,_ax+by+c ,_dxtey+ f
gx+hy+1° gx+hy+1’

kde konstanty a,b,c,d,e, f,g,he R spliaji nerovnost
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Projektivna transformacia zobrazi bod do bodu, priamku do priamky, dotyGnicu do
doty€nice. Vynimku tvoria body, ktorych siradnice vyhovujd rovnici gx + Ay +1=0. Okrem
toho projektivna transformacia zachovava dvojpomer Styroch bodov na priamke. Nech body
A,B,C,De p aim zodpovedajice body 4", B’,C’,D’e p’. Oznaéme XY vzdialenost

bodov X,Y a dalej oznaéme (AB,CD) pomer vzdialenosti (CA/CB)/(DA/DB).
Potom plati (AB,CD) = (A'B’,C’'D").
Ak chceme urgit vztahy (1) projektivnej transformécie, musime néjst osem parametrov

a,b,c,d,e, f,g,h. Na ich jednoznaéné uréenie musia byt zndme minimaine 3tyri body
s oboma sdradnicami.

Projekcia cez $tyri body mapového listu

Predpokladajme, Ze méame urené Styri body (pravdepodobne rohy mapového listu)
4, =[x;,»;], i=1234 a vieme, Ze v novej sdradnicovej ststave by mali mat

stradnice [x,y/]. Pokisime sa urgit projektivne zobrazenie s viastnostou P(4,) =4/

pre i =1,2,3,4. Tato tloha vedie na rieSenie sistavy dsmych linearnych rovnic s 6smimi
neznamymi

M.v=p, 9]
kde v a p st vektory

VT = ( a,b,c,d,eafagsh) s
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P’ = (X V%0, Y5 X0, V50 %45 V)
a M je matica

x. ¥y 1 0 0 0 —-xx -xy
0 0 0 x y 1 _yl,xl "yl,J’1
x, y, 1 0 0 0 -x;x, —-x;¥,

M= 0 0 0 x, y, 1 =yx;, =3y,
x, y, 1 0 0 0 -xx, - X, Y,
0 0 0 x, y, 1 "y;xs 'y;ys
X, y» 1 0 0 0 -xix, — XY,
0 0 0 x, y, 1 —yix, -y,

Zostéva zodpovedat otézku, & systém (2) méa préve jedno riedenie, ma nekonecne vela
riedeni, alebo nema rie3enie. DoleZitd dlohu tu mé determinant matice M. Jeho analytické

vyjadrenie je v3ak velmi zloZité, nakolko matica M obsahuje Sestnast premennych (staré a
nové siradnice bodov). V daldom budeme teda predpokladat, Ze body su zvolené tak, Ze
stistava ma prave jedno rieSenie.

Projekcia cez Styri a viac bodov mapového listu

Z praxe je znédme, Ze na urdeni transformacnych vztahov medzi dvoma stradnicovymi
systémami sa moZe podiefat viac bodov. V takom pripade pouzZijeme metddu najmensich
Stvorcov. Budeme sa teda venovat rieSeniu nasledujicej Glohy: pre dve dané sustavy bo-

dov A = [x,,9,], 4 =[x,y/], i=1..,n, n24 treba ngjst projektivnu transformé-
ciu dand vztahmi (1) tak, aby stiget tvorcov vzdialenosti bodov A, a P(4;) bol minimal-
ny, t.j. aby :

oax+by+c |, dx+ey+
q’_‘q(a?bac’d’e’f’g’h)=2[(——y—'—x 2+(_—y—f_

—%)*]=min.
S gx+hy+l gx+hy+1 ¥l

Funkcia ¢ nadobida minimum v osmici a,b,¢,d,e, f, g,h, ktora je rieSenim sistavy
6smych rovnic v tvare parcidlnych derivécii funkcie ¢ podla jednotlivych premennych
s pravymi stranami rovnymi nule, tj.

Q=Q(a,b,c,dse, f18,0) =(4.,95:9c>94:90-9:95) = 0,..,00". (3
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V sistave (3) je 3est linedrnych rovnic 9,9::9.,9,,9, a dve rovnice 94s-9,
nelinedrne. Na rieSenie tejto sustavy pouZijeme Newtonovu metédu.

Nech (a,b,c,d,e, f,g,h), je podiatosny odhad rieenia. Miesto nelinearnej sustavy
(3) budeme riesit linedrnu sdstavu

Q.A=-Q. 0

Pod Q’ rozumieme Jacobiho maticu pre funkcie 90:95°9c39459:597:9;5 > 2 ktorych
kaZda ma spojité parcidine derivacie podfa a,b,c,d,e, f,g,h.
Oznacme
r, = (ax, +byi +C)—xi’(gxi +hy, +1)
S; =(dxi +ey; +f)_yi’(gxi +hyi +1)
s =(axi +byi +c)ri _(dxi +ey; +f)Si
U =xi,(gxi +hyi +1)_2(axi +byi +c)
v, :yi,(gxi +hyi +1)_2(dxi +ey, +f)
w; =xi’(axi +byi +c)+yi/(dxi +ey, + 1)

pre i=1,...,n.

Potom
xi2 xiyi xl O 0 O _xi,xi2 —xi,xiyi
xy. ¥y 0 0 0 -xxy -—xy
X, 52 1 0 0 0 -x/x, -xy,
2

0 0 X; X )i X; —yi’xiz - Y%y,

xy, ¥ v ~yxy -y
0 0 X; Vi 1 - yilxi - yi,yi

'xizui X YU XU, xizvi XYV XV, xizwi X, Vv,

2 2 2
xiyiui yi ui yiui xiyivi yi vi yivi xiyiwi yi wi

Q’

it
—

[\%
o o o
o
o

n
Q= Z(xiri’yiri’riaxisiayisnsia_xiti’_yiti)-
=1
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Ak mé QQ’ nenulowy determinant, tak (4) mé prave jedno rieSenie A.
ciu presného rieSenia

Novu aproximéa-

(a,b,c,d,e, f,g,h), =(a,b,c,d,e, f,g,h), +A

dosadime do Q a Q’ a zo (4) vypocitame dalSie spresnenie A.
vej metddy je zaruéena nenulovym determinantom matice Q’.

Konvergencia Newtono-

Numericky experiment

Projektivnu transformaciu (jej Stvorbodovu i viacbodovid verziu) sme overili na praktic-
kom prikiade.

K dispozicii sme mali stiradnice bodov mapy katastralneho uzemia Modra s oznacenim
Z. S. XVIl - 20 - de v mierke 1:2880, jej matematické a transformované suradnice. Mapo-
vy list bol mapovany v r. 1894 v stereografickej projekcii. Na prevod sdradnic rohov mapo-
vého listu boli vypocitané afinné transformacné klice, priom stredna kvadraticka chyba
nepresahuje 0,10 m. Pod pojmom transformované s(lradnice rozumieme suradnice, ktoré
vznikli transforméciou relativnych suradnic z mapy v mierke 1:2880 do systému JTSK. Ro-
hy mapového listu (body 1 aZ 4) a body péatpalcovej siete na rame mapového listu (5 aZ
18) boli ziskané Geoscanom (tab. 1). ZvySné body sl suradnice rohov kostola (19 a 21) a
domu (20) z vnitra mapového listu ziskané transforméciou. Za ich matematické, resp. ab-
solitne sdradnice povaZujeme vypocitané hodnoty pri novom mapovani ZMVM v r. 1988.
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Obr. 1 Usporiadanie bodov na mapovom liste
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Relativne (yr, Xr), matematické (ym, xm) i transformované (yt, xt) stradnice bodov
su uvedené v tab. 1:

Tab. 1 Tabulka suradnic

¢.b. yr Xr ym xm yt xt ym-yt xm-xt
1 2005.00 108.36 556602.83 1258339.13 556602.77 1258339.29 0.06 -0.16
2 11512 114.94 554712.18 1258482.70 554712.35 1258482.77 -0.17 -0.07
3 120.24 1626.81 554827.06 125999521 554826.88 1259995.02 0.18 0.19
4 2011.41 1620.23 556717.72 1259851.64 556717.61 1259851.61 0.11 0.08
5 162754 10945 55622470 1258367.84 556224.76 1258367.48 -0.06 0.36
6 1249.34 110.92 555846.57 1258396.56 555846.25 1258396.21 0.32 0.35
7 871.33 112.38 555468.44 1258425.27 555468.14 1258425.05 0.30 0.22
8 493.32 113.48 555090.31 1258453.99 555090.22 1258453.66 0.09 0.33
9 2006.65 486.55 556631.55 1258717.26 556631.65 1258717.25 -0.10 0.01
10 2008.11 864.57 556660.28 1259095.38 556660.27 1259095.26 0.01 0.12
11 2009.58 124258 556689.00 1259473.51 556688.80 1259473.52 0.20 -0.01
12 1633.76 1622.05 556339.59 1259880.35 556339.66 1259880.51 -0.07 -0.16
13 1255.93 1623.70 555961.46 1259909.07 555961.73 1259909.36 -0.27 -0.29
14 877.73 1625.16 555583.32 1259937.78 555583.63 1259938.19 -0.31 -0.41
15 498.99 1626.26 555205.19 1259966.50 555205.17 1259966.82 0.02 -0.32
16 118.96 1249.34 554798.34 1259617.08 554798.40 1259617.11 -0.06 -0.03
17 117.50 871.51 554769.62 1259238.96 554769.63 1259239.08 -0.01 -0.12
18 116.04 492,95 554740.90 1258860.83 554740.73 1258860.55 0.17 0.28
19 839.69 1085.85 555505.72 1259400.67 555506.85 1259400.91 -1.13 -0.24
20 823.23 1080.18 555489.20 1259396.42 555489.98 1259396.43 -0.78 -0.01
21 909.01 1054.94 555572.59 1259365.49 555573.93 1259364.95 -1.34 0.54

Ciefom nasho experimentu bolo vypoéitat projektivne transformaéné vztahy (1)
medzi relativnymi a matematickymi sdradnicami a transformovat relativne siradnice. Na
vypodet koeficientov a,b,c,d,e, f,g,h vztahu (1) sme pouZili

a) vztah (2) a sdradnice Styroch bodov 1, 2, 3, 4,

b) vztah (4) a stradnice Styroch bodov 1, 2, 3, 4,

c) vztah (4) a stradnice 6smych bodov 1, 7, 2, 17, 3, 14, 4, 10.
Body z prikladu c) boli pouZité aj pri transformécii pomocou Geoscanu (yt, xt). Od-

chylky medzi ziskanymi a matematickymi sdradnicami si v tab. 2.

V stipcoch odchyliek ym-ya a Xxm-xa moZeme pozorovat presnost, s akou boli trans-
formované stradnice bodov 1, 2, 3, 4 rohov mapového listu. Tito viastnost transfor-
maénych vztahov (1) ziskanych riesenim sistavy (2) sme vyuZili na spresnenie suradnic
bodov z vnitra mapového listu (19 - 21). Urobili sme dal3iu projektivnu transformaciu na
¢asti mapy, ktorej rohy tvoria body 3, 17, 21 a 14, t.j. pouZili sme

d) vztah (2) a sdradnice Styroch bodov 3, 17, 21 a 14.

g}



Tab. 2 Vysledky projektivnej transformacie

¢b. Ymyt xmxt ym-ya xm-xa ym-yb xm-xb ym-yc xm-xc ym-yd xm-xd
1 0.06 -0.16 0.00 0.00 0.73 0.46 0.76 0.43
2 -017 -0.07 0.00 000 -073 -046 098 -0.36
3 0.18 0.19 0.00 0.00 0.73 0.46 0.91 0.82
4 0.1 0.03 0.00 000 -0.73 -046 -0.80 -0.31
5 -006 .036 -0.50 0.26 0.35 0.50 0.35 0.50
6 032 035 -0.29 0.10 047 - 0414 0.43 0.16
7 030 022 026 -0.06 0.20 -0.19 0.11 -0.15
8 0.09 0.33 -0.21 016 -025 -014 -0.41 -0.07
9 -0.10 0.01 -0.08 -0.41 0.32 0.24 0.33 0.33
10  0.01 0.12 0.06 -054 0.10 0.01 0.09 0.18
11 020 -0.01 019 053 -014 -034 -0.18 -0.16
12 -007 -016 -062 -047 -065 -0.77 -064 -0.58
13 -027 -029 -100 -013 -054 -027 -046 -0.04
14 -0.31 -0.41 -1.10 -0.91 -0.34 -087 022 059 0.00 0.00
15 002 032 -057 -072 0.27 -048 043 -0.16 -041 -0.24
16 -006 -003 -005 -0.69 0.35 -0.05 0.43 0.33 -0.09 0.04
17  -0.01 -0.12 0.11 -0.90 0.16 -0.35 0.13 -0.01 0.00 0.00
18 0.7 0.28 034 -0.26 0.01 -0.07 -0.13 017 011 0.26
19 113 024 170 -133 -1.01 -0.83 095 -054 -0.11 -0.68
20 -0.78 -0.01 -1.34 110 -066 -060 -060 -0.31 0.18 -045
21 -1.34 054 -193 -056 -124 -0.07 -1.19 021 000 0.00

Grafy odchyliek siiradnic

T T T T T Fr T T T 7T 11
10111213 14151617 1819 20 21

Gislo bodu

Obr. 2
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Prezentovali sme dva spdsoby vypoctu projektivnych transformaénych vztahov medzi
dvoma sustavami bodov: jeden pomocou ststavy linearnych rovnic a stradnic rohov mapo-
vého listu a druhy pomocou metédy najmensich tvorcov. Obidva spdsoby davaiji vysledky
porovnatelné s vysledkami komeréného produktu (Geoscan). Projektivne vztahy vypoéitané
zo sustavy linedmych rovnic transformujd body tak, 7e je moZné identifikovat oblast
s velkymi odchylkami od matematickych sdradnic. TGto oblast méZeme trans- formovat
pomocou novych projektivnych vztahov vypoéitanych z novej sistavy linedrych rovnic. Vy-
sledné suradnice bodov uZ vykazuji mensie odchylky od matematickych stradnic.

Podakovanie: Dakujem doc. Ing. Milanovi Héjkovi, CSc. za cenné odborné rady a Ing. MiloSovi
Jackovi za dodanie sdradnic bodov modelovej mapy.
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Summary
Local projective transformation in creation of digital territory model

A calculation of the projected transformation relations between the two systems of points is
quite interesting problem from a matematician point of view. We present two methods of its solu-
tion: a) using a system of linear eqeuations and coordinations of four points (most fregeuntly the
corners of a map), b) using classical least squares method.

Both methods give results which are comparable with results from the commercial products
{(Geoscan). The projective relations transform the points such that it is possible to identify a part of
map with large deviations from the mathematical coordinats. This part can be transformed using a
next projective relations computed from the new system of linear equations. Resuiting coordinations
of the points have already small deviations from the mathematical coordinations.
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