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Abstract: Straight skeleton is a simply structure describing the shape of a polygon. It is defined
by shrinking process of the polygon boundary. It could be used for automatic label placement,
finding proper method of area filling and for generalization of the polygon.

Keywords: Straight skeleton, medial axis, digital cartography.

Uved

Plocha je v kontextu s tématem &lanku obvykle chdpana jako ¢ast roviny chranilend uzavie-
nym polygonem, Kostra plochy je jednoduchd geometrickd struktura, kterd charakterizuje tvar
plechy, ptesnéji jeji topologické vlastnosti. Jako kostra plochy se obvykle pouZivala tzv. stfedni
osa plochy (medial axis), kter je definovana jako mnoZina sttedil kruznic, které leZi uvnitf plo-
chy a dotykaji se nejméné dvou riznych hran obvodového polygonu. Stfedni osa plochy je tvore-
na useékami, pouze v okoli reflexnich vrchold (vrcholy s vnitfnim Uhlem vé&t3im nez m) bude pa-
rabolicky zakfivena. Parabolické zakfiveni stfedni osy vyplyva jiZ z definice paraboly, coZ je
mnoZina bodt, které maji od zadaného bodu (reflexni vrchol) a zadané pfimky (protilehia hrana
obvodového polygonu) stejnou vzdalenost.

Aichholzer a kol. [1] popsali novou geometrickou strukturu, piimkovou kostru plochy
(straight skeleton, 162 Angular Bisector Network). PHimkova kostra se sklada pouze z usedek, kte-
ré lezi na osdch Ghld sevienych hranami obvodového polygonu. U konvexnich ploch pfimkova
kostra zcela splyva se stfedni osou, u ostatnich polygont se jeji pribéh lidi od stfedni osy pravé
absenci parabolickych obloukil. Druhy rozdil mezi ob&ma strukturami je ve zpisobu jejich defi-
nice: pfimkova kostra neni definovana pomoci vzdalenosti, ale jako vysledek smritovaciho pro-
cesu.

Béhem smrit'ovani se hranice plochy stahuje dovnit, pfi ¢emz se vrcholy obvodového poly-
gonu posunuji po osdch thld. Viechny hrany obvodového polygonu se pohybuji stejnou rychlosti
a mohou se v pribé&hu toho procesu zmendovat i zvétiovat. Takto se postupuje aZ do okamziku,
kdy dojde k jedné z nasledujicich zmé&n obvodového polygonu:

—udalost hrany, kdy se n&jaka hrana zmen#i aZ na nulovou délku, a
—udalost rozdéleni, kdy reflexni vrchol protne protilehlou hranu a rozdgli obvodovy polygon na
dva subpolygony.

V obou typech udilosti dojde ke vzniku jednoho nebo dvou novych polygond, jejichZ hrany
Jsou rovnob&Zné s hranami plivodnich polygontl. JestliZe takto vzniklé polygony maji nenulovy
obsah, proces smritovani pokrauje a tyto polygony se stahuji dale dovnitf. Pfimkova kostra
vznikne z &asti os Ghll, po kterych se pfi smrit'ovani polygonu pohybovaly vrcholy polygoent.
Proces smrétovani spolu s odpovidajici ptimkovou kostrou je patrny na obrazku la.

Plochu a jeji ptimkovou kostru lze zajimavé prostorové interpretovat. Pokud si pfedstavime
hranici plochy jako pidorys budovy, pak pfimkova kostra plochy je pidorysem takové stfechy
této budovy, jejiZ viechny stfesni roviny maji stejny spad. Ukazka takové stfeini konstrukee je na
obrazku 1b.
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Obr. 1 Primkova kostra: a) smr¥t'ovani polygonu, b) stiedni konstrukce

Vypocet primkové kostry plochy

Vypocet ptimkové kostry je zaloZen na jeji definici, tedy na plynulém smritovani obvodové-
ho polygonu. Nagtgsti neni nutné sledovat cely priib&h smrit'ovani, ale stadi ohlidat situace, kdy
se meéni topologie polygonu: udalost hrany a udélost rozdéleni. Tyto situace nastdvaji v definova-
neém pofadi, které je jednoznatné uréeno tvarem plochy, a proto se pfi algoritmizaci hledani
pfimkové kostry ptime nabizi vyuZit prioritni frontu (priority queue). Algoritmus pak zpracuje
prvni udalost fronty, zméni obvodovy polygon a uloZi ¢asti os Uhld (které jsou soudasti piimkové
kostry), aktualizuje pricritni frontu a prejde k daléi udalosti. Tento postup opakuje dokud se ne-
zpracuje cela fronta. Napfiklad pfi smr§fovani polygonu na obrizku la nejprve prob&hnou dvé
udalosti hrany (zaniknou dvé hrany, shodou okolnosti ty nejkrat§i), poté dojde k udalosti rozdéle-
ni (zbyvajici reflexni vrchol protne horni hranu), pokraduje udalost hrany (zanikne prava svisld
hrana), nasleduje Spicka stfechy v levém subpolygonu, ktery timto zanikne a na zavé&r zbyva ¥pid-
ka stfechy pravého subpolygonu.

Algoritmus pro vypotet pfimkové kostry podrobng zkoumali Felkel a Obdrzalek [3]. Zjistili,
Ze pfi zpracovani udalosti neni nutné ménit cely obvodovy polygon, ale postati zménit vrcholy,
kterych se udalost pfimo dotykd. Pro uloZeni vrchold obvodového polygonu pouzili uzavieny
oboustranny spojovy seznam, ze kterého pfi udélosti hrany vypusti jeden z vrchold smriténé hra-
ny. PFi udalosti rozdéleni tento seznam rozdéli na dva samostatné uzaviené seznamy, které odpo-
vidaji dvéma subpolygoniim, které pfi této udalosti vzniknou.

Kupodivu nejobtiZznéjsi ¢asti algoritmu je pfifadit reflexnim vrchold spravné protilehlé hrany,
tedy hrany, které pfi smrifovani protnou. Nemusi se vZdy jednat o hranu, kterou protina osa thlu
na reflexnim vrcholu. Zajimava je také situace, kdy jednu hranu protne postupné vice reflexnich
vrcholil a mohio by snadno dojit k chybé pfi rozd&lovani polygonu. Oetfeni obou problémil neni
uplné trividlni, ale je podrobné popsdno v [3].

Jedté je moZné zminit se, Ze tento algoritmus pracuje také s d€ravymi plochami, pokud vnitini
polygony (diry) maji opaénou orientaci ne obvodovy (vné&jil) polygon plochy. Hledani kostry
déravého plochy se lidi pouze tim, Zze vnitfni polygony se budou misto smritovani roztahovat a
jejich vrcholy budou uloZeny v samostatnych spojovych seznamech, které se b&hem smritovaci-
ho procesu mohou kromé rozdélovani i spojovat.

Defini¢ni bod plochy

Definiénim bodem plochy miZe byt libovolny bod uvnitf plochy. Takovy bod lze najit pomo-
cf mnohem jednodussiho algoritmu neZ je vypodet ptimkové kostry. Jind situace nastava tehdy,
kdyz se definiéni bod pouZije pro umisténi popisu plochy. Piikladem muize byt katastralni mapa,
ve které se do defini€nich bodi parcel umist'yji parcelni &isla. Takovy bod musi spliiovat dal3i
kritéria a jeho nalezeni byva mnohem komplikovang;si.
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Popis plochy by mél byt umistén nejlépe v optickém stiedu plochy nebo v jeho bezprostted-
nim okoli, ale z4roveri v takovém mist&, aby bylo zfejmé, ke které plode se tento popis vaze. Po-
pis by také nemél ptekryvat obvodovy polygon plochy ani popis jiné plochy.

Viechny body piimkové kostry leZi uvnitf plochy nebo na jejim obvodu, navic u kazdého bo-
du lze zjistit jeho vzdalenost od obvodového polygonu. Nabizi se zde moZnost umistit popis plo-
chy do bodu, jehoZ vzdélenost od obvodu je nejvétsi. Pfi praktickém pouZiti se oviem ukézalo, Ze
takto zvoleny bod nelze akceptovat, nebot’ v mnoha pfipadech bude leZet zcela mimo opticky
stfed plochy (viz obrazek 2a).

Obr. 2 Vyuiiti pfimkové kostry pro definiéni bod plochy:
a) body ptimkové kostry s nejvétii vzdalenosti od obvodového polygonu,
b) stoleni popisu plochy podle pfimkové kostry

P¥imkov4 kostra sice nedokaZe najit bod v optickém stfedu plochy, ale pfesto se mitZe uplat-
nit v pfipadech, kdy klasické metody pro umisténi popisu plochy selhavaji. Typickym ptikladem
jsou uzké plochy (napi. vodni toky, cesty), u kterych vodorovng umistény popis zpravidla protind
jejich obvod, ale pti vhodném natoleni miiZe leZet cely uvniti. Sklon popisu lze velmi snadno
odvodit ze sklonu nejbliZSich hran, Prakticka ukdzka je na obrazku 2b: vodorovny popis {plocha
A) pfesahuje obvod, ale po stodeni je cely popis uvnitf (plocha B). Diouhy popis (typicky nazev
vodniho toku) lze naldmat na jednotliva slova (nebo pismena) a pro kazdé slovo, resp. pismeno
pouZit jiné stogeni (viz plocha C).

Volba vhodné vyplné plochy

Vypli plochy umozfiuje zobrazit uréité vlastnosti nebo jevy, které se vztahuji k dané ploge.
Pti zobrazovani t&chto vlastnosti a jevll hraje dileZitou roli celkovy podet riznych vyplni ploch,
které budou pouzity. Pro nékolik malo riiznych vyplni vystadi prosté vybarveni plochy, k rozlide-
ni vét&iho mnozstvi ploch se vyuZiva rafovani plochy, iemovani obvodu plochy nebo vypli plo-
chy vzorem (texturou, grafickym symbolem).

Vhodnost pouZiti konkrétniho zplisobu zvyraznéni plochy zévisi na velikosti této plochy a na
jejim tvaru. Prosté vybarveni plochy je pouZitelné na plochy viech tvart a velikosti. Srafovéni
plochy se nehodi pro extrémné malé plochy a pro plochy s velmi komplikovanym tvarem. U pii-
1i§ velkych ploch plisobi srafy a obecné jakykoliv vzor ponékud rusivé. Uzké plochy je mozZné
vy$rafovat, ale je nutné, aby zvoleny sklon $raf byl pfiblizné ve sméru krat§iho (uzkého) rozméru
plochy, tedy aby plocha obsahovala mnoho kritkych raf. Pokud by sklon jraf odpovidal sméru
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del3iho rozméru uzkeé plochy, plocha by obsahovala neékolik malo delsich #raf, které by pravdé-
podobné viibec nevystihovaly tvar plochy. Lemovini obvodu plochy je vhodné pro stiedné velké
a vétsi plochy (vCetné extrémné velkych ploch), naopak je nepouzitelné pro malé nebo zké plo-
chy. Vyplh vzorem vyZaduje stfedni nebo vétsi plochu, jejiZ tvar neni pfilis slozity. Rozhodné se
nehodi pro uzké plochy, u velmi velkych ploch miZe plsobit rugivs,

Pti vybéru vhodnych vyplni ploch je tedy tfeba detekovat tzké plochy a plochy, jejichZ tvar
je velmi komplikovany. Algoritmus popsany v [5] zjistuje tvar ploch pomoci riizné stodenych
opsanych obdélniki, ze kterych vybere nejuzii obdélnik a testuje délku krat3i strany obdélnika a
pomér obsahu obdéInika ku obsahu plochy. Tento algoritmus je velmi jednoduchy, ale jeho rozli-
Sovaci schopnosti jsou omezené. Napfiklad u plochy tvaru pismene L miiZe detekovat sloZity
tvar, naopak tvar Norska povaZuje za jednoduchy, nebot’ vymeéra norskych fjordii je fadové menii
neZ vyméra celého Norska. Zde se nabizi prostor pro primkovou kostru, kterd by mohla zjistit
tvar plochy mnohem piesnéji.

Piimkova kostra pfevadi plochu na rovinny graf, ktery se pfi zjist'ovani tvaru plochy analyzu-
Je. Takova analyza je pochopitelné mnohem komplikovangji neZ vyde zminéné testy opsanych
obdélnikt, Dosud se viak nepodatfilo najit takovy postup, ktery by bezpe&né rozpoznal tvar plo-
chy a umoznil tak zvolit vhodny zpisob jejiho vyplnéni.

Generalizace ploch

Kartograficka generalizace pfedstavuje jeden z nejslozit&jdich a nejkomplexnéjiich problémi
tvorby map. Pfimkové kostra by se mohla uplatnit u generalizace ploch, které zobrazuji liniovy
objekt (napf. silnici, cestu, vodni tok). Tyto plochy jsou pF generalizaci nahrazovany liniovym
prvkem, zpravidla néjakou stfedni osou, ktera vystihuje jejich pritbéh.

Obr, 3 Generalizace ploch cest:
a) stfedni konstrukce jednotlivych ploch,
b) hibet stfechy (1j. piimkova kostra bez isetek vychazejicich z vrchold obvodového polygonu)
sloucené plochy

Generalizace plochy vyZzaduje diléi zasah do algoritmu konstrukce pfimkové kostry plochy.
Jak je patrné z obrazku 3a, celd ptimkova kostra jednotlivych ploch je pro generalizaci nepouzi-
telnd, protoZe je mnohdy jesté slozit€jsi neZ vychozi plocha. Je tedy vhodné uvazovat pouze ty
Casti kostry, které uréuji tvar a smér liniového prvku, a ostatni ¢4sti zanedbat. Vybér vyznamnych
Casti kostry se fedi zanedbanim iselek, které vychdzeji z vrcholdl obvodového polygonu, nebe
pfipadné téch Gsetek, jejichZ koncovy bod lezi v blizkém okoli obvodu polygonu. Uvedeny po-
stup lze chipat i tak, Ze se pouZije pouze hieben stiedni konstrukce. Druhy problém p#i generali-
zaci sousednich ploch pfedstavuje plynulé napojeni vyslednych linii, které se zatim nedafi jedno-
dude odetfit. Je moZno postupovat tak, Ze se viechny sousedni generalizované plochy pfed kon-
strukei kostry slouéi. Vysledek takové generalizace je na obrazku 3b.

Jedté je moZné zminit, Ze podobny problém fesili McAllister a Snoeying [4] pti generalizaci
fi¢ni sité v Britské Kolumbii (kanadska provincie na zapadnim pobfeZi}. Pouzili oviem stfedni
osu plochy, o které uvadi, Ze jeji vypolet je pomémé obtizny, a proto zkouseli pouzit jeji aproxi-
maci. Plochu vodniho toku pokryli trojihelniky Delauného triangulace a pro stfedni osu pouzili
postupné spojnice t&ZiSt' trojithelnikd, hrany Voroného diagramu i jinak definované body uvnitf
trojuhelniki, ale vysledna Eara vzdy vice & méné oscilovala mezi ob&ma biehy.
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Zavér

Pfimkové kostra plochy pfedstavuje relativng novou geometrickou strukturu, kieré se teprve
zadina uplatfiovat v riznych ulohach, které pracuji s tvarem plochy. V tomio ¢lanku jsme se po-
kusili nastinit moZné vyuziti pfimkové kostry v digitalni kartografii. Z pfibuznych obord je zna-
ma aplikaci pfimkové kostry pro tvorbu stiedni konstrukce, ktera se mimo jiné vyuZiva pro kon-
strukei 3D modeld mést s vyuZitim kombinace leteckych snimku a stavajici mapy (viz [2]).

Clanek byl zpracovan s podporou vyzkumného zdméru MSM 210000007 — Komplexni inovace
technologii v geodézii a kartografii.
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Summary

Construction of the Straight Skeleton Surface and Its Use in Cartography

Straight skeleton is new geometric structure for simple polygon made up of straight line segments,
which are pieces of angutar bisectors of polygon edges. Polygon edges are moving in constant speed inward
the polygon and changing their lengths. There are two types of events which change the topology of the
shrinking polygon: edge events, when the edge shrinks to zero, and split events, when a reflex vertex runs to
opposite edge and split it. The basic data structures of the straight skeleton implementation are a set of cir-
cular list of active vertices and a priority queue of the events.

Polygon centroids, label placement, choosing of a proper area filling method and generalization of the
polygon are tasks of digital cartography that are based on the shape of the polygon. Straight skeleton can be
applied for finding orientation of polygon label (especially in a narrow polygon) and for generalization of
polygons, which represent some line entity (e.g. rivers, roads). Skeleton is not suitable for calculation of
polygon centroid. As for area filling it is still not clear how the skeleton could help.

Fig. 1. Straight skeleton: a) shrinking process, b) roof model.

Fig. 2. Centroids made using straight skeleton: a} points of straight skeleton with maximal distance from
boundary polygon, b) label orientation according to straight skeleton,

Fig. 3. Polygon generalization: a) straight skeletons of each polygon, b) roof ridge (straight skeleton without
edges containing any vertex of boundary polygon) of merge polygons.
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